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Хiлько Данило Iгорович,

Ècole normale supèrieure de Paris

В
2014 роцi на Європейську олiм-

пiаду для дiвчат (EGMO 2014 [1])

автором запропоновано таку

задачу (сформульовану нижче у виглядi

теореми).

Теорема 1. На сторонах AB та AC го-

строкутноготрикутникаABC вiдмiче-

но вiдмiннi вiд вершин точки D та E

вiдповiдно так, що DB = C E . Прямi

C D та BE перетинаються в точцi F .

Тодi ортоцентр трикутника BF C , ор-

тоцентр трикутника E F D i середина

M дуги BAC описаного кола трикутни-

ка ABC лежать на однiй прямiй 1.

Нампотрiбнапроста, аледужеважли-

ва i корисна лема. Тут i надалi в форму-

люваннях лем, задач та тверджень бу-

демо користуватися позначеннями, якi

введено ранiше.

Лема 1. DM = E M .

Доведення. Маємо зi вписаних кутiв

∠M C A = ∠M BA (рис. 1). Оскiльки M –

середина дуги BAC , то ∠M C B = ∠M BC ,

тобто трикутник BM C рiвнобедрений i

BM =M C . Тодi трикутникиC E M iBDM

рiвнi, звiдкиDM = E M . �

Зауваження 1. До того ж, оскiльки три-

кутники C E M i BDM рiвнi, то ∠M EC =

1Насправдi, задачаформулюваласятрохи iна-

кше: якщо DB = BC = C E , треба довести, що

наоднiйпрямiй з ортоцентромтрикутникаE F D

i точкою M лежить iнцентр трикутника ABC .

Читач може переконатися, що за цiєї умови

iнцентр ABC збiгається з ортоцентром BF C .
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Рис. 1

= ∠M DB , тобто ∠ADM = ∠AE M . Отже,

точки A,M , E ,D лежать на одному колi.

Цю лему можна перекласти «фiзико-

зоологiчною»мовою: якщо з вершинB i

C одночасно починають рух двi комахи,

що рухаються по вiдрiзках BA та C A у

бiк точки A з однаковимишвидкостями,

то в будь-який момент часу комахи бу-

дуть рiвновiддаленими вiд точки M . До

того ж, згiдно iз зауваженням, комахи,

а також точки A, M належать одному

колу. Ця мова i цей принцип дотичнi до

методу лiнiйної неперервностi в геоме-

трiї, який дозволяє, застосувавши де-

яки загальнi факти, довести тверджен-

ня для загального випадку, перевiрив-

ши кiлька часткових. Докладнiше про

цей метод можна дiзнатися з матерiалiв

Ф. Iвлева [2].
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Рис. 2

Сюжет леми – мандрiвний. Вiн часто

з’являється в олiмпiадних задачах, а за

допомогою цiєї леми, а також iнших, на

першийпогляд,ненадтовибагливихфа-

ктiв можна розв’язати дуже складнi гео-

метричнi задачi. Докладнiше дивiться

статтю А. Полянського [3], а також мате-

рiали занять його гуртка [4]. Цю статтю

також можна розглядати як подальше

дослiдження сюжету.

Для простоти викладу в усiх доведе-

ннях будемо вважати, що точки розта-

шованi саме так, як на вiдповiдному ри-

сунку.Хочазвичайномiркуванняможна

узагальнити i на iншi конфiгурацiї.

Доведеннятеореми 1. Позначимо орто-

центри трикутникiв BF C та DF E через

H1 i H2. Розглянемо кола ω1 i ω2, що

побудованi на вiдрiзках BD i C E вiдпо-

вiдно як на дiаметрах (рис. 2). Будемо

доводити, що у кожної з точокH1,H2,M

однаковий степiнь вiдносно кiл ω1 i ω2.

Тодi всi вони належать радикальнiй осi

кiлω1 iω2, яка є прямою.

НехайDK1, E K2—висоти трикутника

DF E ; BL1, C L2 — висоти трикутника

BF C . Тодi, оскiльки ∠DL1B = ∠DK1B =

= ∠C L2E = ∠C K2E = 90
◦, точки L1,K1

належать ω1, а точки L2,K2 належать

ω2. Тодi степенi точок можна записати

так: p(H1,ω1) = H1L1 · H1B , p(H1,ω2) =

= H1L2 · H1C , p(H2,ω1) = H2K1 · H2D ,

p(H2,ω2) = H2K2 · H2E . З iншого боку,

маємо ∠DK1E = ∠DK2E = ∠BL1C =

= ∠BL2C = 90
◦, тому чотирикутники

DK1K2E i BL1L2C вписанi. Звiдси H2K1 ×

× H2D = H2K2 · H2E , H1L1 · H1B =

H1L2 × H1C , а тому степенi точки H1, а

також точки H2, рiвнi вiдносно кiл ω1 i

ω2. Тому H1 i H2 належать радикальнiй

осiω1,ω2.

Залишається показати, що точка M

також належить радикальнiй осi ω1,

ω2. Нехай O1 i O2 – центри ω1 i ω2
вiдповiдно. Зрозумiло,щоO1 – середина

BD , а O2 – середина C E . Тодi BO1 =

CO2, отже можна застосувати лему 1

для точок O1 i O2. За лемою O1M =

MO2. Тодi p(M ,ω1) = MO2

1
− O1D2

=



28 У свiтi математики, 1(23) 2017

MO2

1
− BD2/4 = MO2

2
− C E 2/4 =

MO2

2
− O2C

2
= p(M ,ω2). Отже, M

також належить радикальнiй осi кiл ω1
iω2. �

Наша мета – дослiдити властивостi

прямоїH1H2. Ми вже багато знаємо про

одну з точок перетину H1H2 з описаним

колом ABC – це середина дуги BAC . Що

можна сказати про iншу точку?

Теорема 2. Нехай пряма H1H2 вдруге

перетинає описане коло ABC в точцi

T . Позначимо через A ′ точку, яка є

симетричною до A вiдносно серединного

перпендикуляра вiдрiзкаBC . Тодi точки

T ,H2, F i A ′ лежать на одному колi.

Для доведення теореми 2 нам потрi-

бна пiдготовка.

Розглянемо колоω iз центром у точцi

M i радiусом M A. Очевидно, що ω про-

ходить через A ′. Згiдно iз зауваженням

до леми 1, точки A, M , E , D лежать на

одному колi. Позначимо його через γ.

Нехай γ вдруге перетинає ω в точцi Z , а

пряма A ′Z вдруге перетинає γ в точцiV .

Твердження 1. Прямi AZ i DE пара-

лельнi, аточка V лежитьна серединно-

му перпендикулярi до вiдрiзка BC .

Доведення. Зрозумiло, що M A = M Z

(рис. 3). За лемою 1 M D = M E . Тодi

маємо такi рiвностi менших дуг кола γ:

M A = M Z , M D = M E . Тодi AD = Z E як

дуги, звiдки маємо рiвнiсть вiдповiдних

вiдрiзкiв. Це означає, що чотирикутник

DAZ E —трапецiя.

Запишемо ∠AMV = ∠AZV = 180
◦ −

− ∠AZ A ′
= 180

◦ − (180◦ − ∠AM A ′/2) =

= ∠AM A ′/2. Бачимо, що пряма MV є бi-

сектрисою кута ∠AM A ′. Оскiльки AM =

= M A ′, трикутник AM A ′ – рiвнобедре-

ний, а тому прямаMV є перпендикуляр-

ною до хорди AA ′ описаного кола ABC .

Отже,MV – дiаметрцього кола, тобто се-

рединний перпендикуляр вiдрiзка BC ,
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Рис. 3
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Рис. 4

бо уже доведено, щоM належить цьому

серединному перпендикуляру. �

Наступний факт є ключовим для до-

ведення задачi 2, хоча вiн дуже цiкавий

i сам по собi.

Твердження 2. Точка F належить пря-

мiй A ′Z .

Доведення. Будемо доводити, що точка

F належить прямiй V Z (рис. 4). Для цьо-

го застосуємо кутову форму оберненої

теореми Чеви до трикутникаDV E i пря-

мих DC , E B , V Z . За кутовою формою

оберненої теореми Чеви достатньо по-

казати, що

sin ∠E DC

sin ∠C DV
·
sin ∠DV Z

sin ∠ZV E
·
sin ∠V E B

sin ∠BE D
= 1.

За твердженням 1 DAZ E – трапецiя,

тому, згiдно iз теоремою синусiв,

sin ∠DV Z

sin ∠ZV E
=

DZ

Z E
=

AE

AD
.

Далi застосуємо теорему синусiв для

трикутникiвDEC iDV C :

sin ∠E DC

C E
=

sin ∠DEC

C D
,

sin ∠V DC

V C
=

sin ∠DV C

DC
,

звiдки

sin ∠E DC

sin ∠C DV
=

C E

V C
·

C D · sin ∠DEC

C D · sin ∠DV C
=

=

sin ∠DEC · C E

sin ∠DV C ·V C
.

Аналогiчно iз трикутникiвDE B i BEV

sin ∠DE B

BD
=

sin ∠BDE

BE
,

sin ∠V E B

V B
=

sin ∠BV E

BE
,

звiдки

sin ∠V E B

sin ∠BE D
=

V B

BD
·

BE · sin ∠BV E

BE · sin ∠BDE
=

=

sin ∠BV E ·V B

sin ∠BDE · BD
.
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Рис. 5

Пiсля пiдстановки отримуємо,що потрi-

бно довести рiвнiсть

sin ∠DEC · C E

sin ∠DV C ·V C
·

AE

AD
·
sin ∠BV E ·V B

sin ∠BDE · BD
= 1.

За умовою BD = C E , а за тверджен-

ням 1 точка V лежить на серединному

перпендикулярi до вiдрiзка BC разом iз

точкою M . Тому V B = V C i ∠MV C =

= ∠MV B . Крiм того, як уже неодноразо-

во сказано,M – середина дугиDAE кола

γ, тому ∠DV C = ∠BV E . Тодi пiсля спро-

щення отримуємо, що достатньо дове-

сти таке:

sin ∠DEC · AE

sin ∠BDE · AD
= 1,

що є простим наслiдком теореми сину-

сiв для трикутникаDAE . �

Доведеннятеореми 2. Нехай прямi F Z

i DE перетинаються в точцi Q (рис. 5).

Внаслiдок тверджень 1 i 2 ∠DQ F =

= ∠AZ F = 180
◦ − ∠AZ A ′

= ∠AM A ′/2.

Тодi, оскiлькиH2F ⊥ DE , ∠A ′F H2 = 90
◦
+

+ ∠DQ F = 90◦ + ∠AM A ′/2. З iншого боку,

∠H2T A ′
= ∠MT A ′

= ∠AT A ′/2. Звiдси

∠H2T A ′
+ ∠H2F A ′

= 90
◦
+ ∠AM A ′/2 +

+ ∠AT A ′/2 = 90
◦
+ 90

◦
= 180

◦, отже

чотирикутникT H2F A ′ вписаний. �

Нехай колоω вдруге перетинає прямi

AB i AC в точках X iY (рис. 6).

Зауваження 2. Точки X , Y можна

охарактеризувати й iнакше. ∠MY C =

180
◦ − ∠MY A = 180

◦ − ∠M AC = 180
◦ −

− ∠M C B = ∠M AB . Також ∠ABM =

∠AC M . Отже, трикутники M AB i MY C
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Рис. 6

подiбнi за двома кутами, а оскiльки

AM = MY , то вони рiвнi. Аналогiчно,

трикутники BX M i M AC рiвнi. Звiдси

X – така точка на BA, що BX = C A,

а Y – така точка на C A, що CY =

= BA. Тобто точки X i Y є крайнiми

положеннями точок D i E , коли одна

з цих точок збiгається з вершиною A.

Справдi, точки D та E обираються на

BA iC A довiльним чином, але так, щоби

задовольняти умову BD = C E , тож,

якщо брати D = A, то E = Y , а якщо

E = A, то D = X . Останнє є скорiше

фiлософським аргументом, хоча б тому,

щомиобмежилисярозгляданнямточок

D i E всерединi вiдрiзкiвBA,C A, але цей

аргумент висвiтлює природу точок X ,Y .

Наша остаточна мета: довести насту-

пну теорему.

Нехай K – основа висоти трикутника

BF C , що проведена з вершини F (рис. 7).

Теорема 3. ПрямаT A ′ проходить через

точку K .

Твердження 3. Пряма XY проходить

через середину вiдрiзкаH1H2.
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Рис. 7

Доведення. Покажемо, що

sin ∠BT K

sin ∠K T C
=

sin ∠B

sin ∠C
.

Якщо виконується ця рiвнiсть, то,

оскiльки ∠BT K + ∠K T C = ∠B + ∠C , за

вiдомим фактом ∠BT K = ∠B , звiдки

випливає, що пряма T K проходить

через A ′ (рис. 7).

За теоремою синусiв, застосованою

до трикутникiв BK T ,T K C ,

sin ∠BT K

BK
=

sin ∠BK T

BT
,

sin ∠K T C

K C
=

sin ∠C K T

T C
,

звiдки

sin ∠BT K

sin ∠K T C
=

T C

K C
·

BK

BT
=

sin ∠H1M C

sin ∠BM H1

·
BK

K C
.

Iз теореми синусiв, застосованої до три-

кутникiвM BH1,M H1C ,

sin ∠BM H1

BH1

=

sin ∠M BH1

M H1

,

sin ∠H1M C

H1C
=

sin ∠M C H1

M H1

.
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Легко перевiрити, що

BK

BH1

= sin ∠F C B ,
C K

C H1

= sin ∠F BC .

Iз цього всього виводимо, що

sin ∠BT K

sin ∠K T C
=

sin ∠C M H1

sin ∠H1M B
·

BK

K C
=

=

sin ∠M C H1

sin ∠M BH1

·
C H1

BH1

·
BK

C K
=

=

sin ∠M C H1

sin ∠M BH1

·
sin ∠F C B

sin ∠F BC
.

Чомудорiвнюютькути ∠M BH1 i ∠M C H1?

Виконаємо їх пiдрахунок, позначивши

α = ∠A/2:

∠M BH1 = ∠M BC − ∠H1BC =

= 90
◦ − α − (90◦ − ∠F C B) = ∠F C B − α.

Аналогiчно ∠M C H1 = ∠F BC − α. Таким

чином, застосовуючи тригонометричнi

формули,

sin ∠BT K

sin ∠K T C
=

sin(∠F BC − α)/sin ∠F BC

sin(∠F C B − α)/sin ∠F C B
=

=

cosα − cot ∠F BC sinα

cosα − cot ∠F C B sinα
.

Легкобачити iз трикутника, утвореного

точками B , E i проекцiєю E на BC , що

cot F BC =
BC −C E cos ∠C

C E sin ∠C
.

Аналогiчно

cot F C B =
BC − BD cos ∠B

BD sin ∠B
.

Достатньо довести, що

(cosα − cot ∠F BC sinα) · sin ∠C =

= (cosα − cot ∠F C B sinα) · sin ∠B ,

або, пiсля пiдстановки котангенсiв,

sin ∠C cosα − sinα ·
BC −C E cos ∠C

C E
=

= sin ∠B cosα − sinα ·
BC − BD

BD sin ∠B
.

З урахуванням умови C E = BD ця

рiвнiсть рiвносильна

sin ∠C cosα + cos ∠C sinα =

= sin ∠B cosα + cos ∠B sinα,

або

sin(∠C + α) = sin(∠B + α),

яка є очевидною, бо

∠C + α + ∠B + α = 180◦. �

Твердження 4. Точка, що є симетри-

чною до H1 вiдносно BC , належить опи-

саному колу точокT ,H2, F , A ′ (див. тео-

рему 2).

Доведення. Позначимо через H ′
1
точку,

симетричнуH1 вiдносноBC (рис. 7). Тодi

H1K = K H ′
1
. Як вiдомо, K F · K H1 =

= K B · K C , тобто H ′
1

K · K F = BK · K C .

Зрозумiло,щоBK ·K C = T K ·K A ′. Отже,

T K · K A ′
= K F · K H ′

1
, тобто точки A ′, F ,

T ,H ′
1
лежать на одному колi. �

Твердження 5. Пряма XY проходить

через F .

Доведення. Застосуємо обернене твер-

дженнятеоремиМенелаядлятрикутни-

каBAE i точокX ,Y , F (рис. 8). Достатньо

довести, що

BX

X A
·

AY

Y E
·

E F

F B
= 1.

З iншого боку, згiдно iз теоремоюМене-

лая для трикутника ABE i прямоїDC ,

E F

F B
·

BD

DA
·

AC

C E
= 1.

Пiдставимо значення E F /F B у рiвнiсть,

яку хочемо довести:

BX

X A
·

AY

Y E
·

DA

BD
·

C E

AC
= 1.

За умовою BD = C E , а згiдно iз зауваже-

нням 2, BX = AC , AY = AX , AD = Y E ,

тобто лiва частина попередньої рiвностi

справдi рiвна 1. �
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Рис. 8
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Нехай пряма XY перетинає H1H2 в

точцiN .

Твердження 6. Точки T , K , F , N нале-

жать одному колу.

Доведення. Зрозумiло, що AM – бiсе-

ктриса зовнiшньогокутапривершинiA,

X A = X B − AB = AC − CY = AY (див.

рис. 6 i зауваження 1), тобто трикутник

X AY рiвнобедрений. Тодi бiсектриса

AM кута X AY є також висотою в цьому

трикутнику. Тому XY ⊥ AM . Звiдси,

враховуючи те, що X ,Y, F колiнеарнi,

∠F NT = 90
◦ − ∠AMT = 90

◦ − ∠BCT −

− ∠A ′T C = 90◦− ∠BK C = ∠F K A ′
= 180

◦−

− ∠F K T , тобто точки T , K , F , N лежать

на одному колi (рис. 8). �

Доведеннятеореми 3. Маємо два кола:

коло, на якомулежать точкиH ′
1
,T ,H2,F ,

A ′; а такожколо,наякомулежатьT ,K ,F ,

N (рис. 8). Обчислимо степiнь точки H1

вiдносноцихдвохкiл:H1N ·H1T = H1F ×

× H1K , H1H2 · H1T = H1F · H1H ′
1
. Однак

H1H ′
1
= 2H1K , звiдки маємо рiвнiсть

H1F · H1H ′
1
= 2H1F · H1K , а тому H1H2 ×

×H1T = 2H1N · H1T , тобтоH1H2 = 2H1N .

Отже,N – серединаH1H2. �
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