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У карти, так обшмульганi, що аж,
засiли пан рiзник i пан музика.
Була спокуса виграшу велика,
а за вiкном був гомiн i пейзаж.

Юрiй Андрухович

Партiю зiграно i тепер картярi мають
добре перетасувати колоду, щоб розпо-
чати наступну. Що означає "добре пе-
ретасувати колоду"? Пiсля завершення
партiї гравцiмаютьдоволiбагато iнфор-
мацiї про розташування карт в колодi:
вони можуть пам’ятати останню карту,
в деяких iграх колоду можна роздiли-
ти на пари сусiднiх карт однiєї мастi, а
у випадку виграшу в пасьянс карти бу-
дуть впорядкованi по мастi i номiналу.
Отже, для старту нової партiї потрiбно
позбутисяцiєї iнформацiї.Можнабулоб
сказати, що пiсля перетасування карти
мають йти у деякому фiксованому "хао-
тичному" порядку. Але тодi той, хто цей
фiксований "хаотичний" порядок знає,
мав би серйозну перевагу, що неприпу-
стимо. Тожпiсля перетасуваннямимає-
мо досягти ситуацiї, за якої всi можливi
впорядкування карт є рiвноймовiрними
— хоч би таке впорядкування було "ха-
отичним"чи "не хаотичним"в наївному
розумiннi. Зрозумiло,щонiщоне гаран-
тує нам досягнення такої ситуацiї. Тож
потрiбно перетасувати карти, щоб так

було наближено.
Необхiдно також визначитись iз про-

цесом тасування. Для простоти вважа-
тимемо, що пiд час кожного кроку ми
навмання обираємо карту з колоди не-
залежно вiд попереднiх виборiв i пере-
кладаємо її нагору. Таку дiю ми назива-
тимемо перетасуванням.
Нехай 𝐸 — деяка множина, а P клас

всiх її пiдмножин. Мiрою на 𝐸 називає-
ться функцiя 𝜇 : P → ℝ, для якої вико-
нується𝜇(∅) = 0 i длядовiльнихнепере-
тинних пiдмножин 𝐴 i𝐵

𝜇(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝜇(𝐴) + 𝜇(𝐵).

Це не є цiлком коректним означенням
мiри. Зокрема, на деяких складних мно-
жинах неможливо визначити бажану
мiру на класi всiх пiдмножин, тож необ-
хiдно обмежитись деяким вужчим кла-
сом. Однак нам такого означення ви-
стачатиме. Так чи iнакше, це означен-
ня вiдображає iдею процесу вимiрюва-
ння: кожнiй пiдмножинi деякої множи-
ни ми ставимо у вiдповiднiсть певну ва-
гу так,щобивиконувавсярядприроднiх
правил — вага порожньої множини бу-
ла нульовою, а вага об’єднання двох не-
перетинних множин дорiвнювала сумi
ваг цих двох множин. Нехай тепер 𝐸 бу-
де скiнченною, тобто 𝐸 = {𝑒1, . . . , 𝑒𝑘 }.
Через |𝐸 | позначатимемо кiлькiсть еле-
ментiв в 𝐸 , тобто тут |𝐸 | = 𝑘 . В цьому
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випадку кожна мiра 𝜇 на 𝐸 ототожню-
ється з (𝜇({𝑒1}), . . . , 𝜇({𝑒𝑘 })) — векто-
ром, складеним змiр кожного з елемен-
тiв 𝐸 . Справдi, для довiльного 𝐴 ⊂ 𝐸

𝜇(𝐴) =
∑︁
𝑒∈𝐴

𝜇({𝑒 }).

Надалi для позначення мiри одного
елементу замiсть 𝜇({𝑒 }) вживатиме-
мо 𝜇(𝑒 ), хоча такий запис не є цiлком
коректним. В нашому випадку 𝐸 буде
множиноювсiх𝑛 ! впорядкувань колоди
з 𝑛 карт. На цьому етапi потрiбно розу-
мiти, що на 𝐸 можна визначити багато
рiзних мiр, бiльше того, кожен вектор
з |𝐸 | чисел визначає свою мiру. Отже
можна говорити про множину всiх мiр
на 𝐸 як про певний об’єкт.
Нехай𝑋 —випадковавеличиназi зна-

ченнями в 𝐸 . Формально кажучи, 𝑋 є
функцiєю, що визначена на ймовiрнi-
сному просторi (Ω, 𝑃 ) i дiє в 𝐸 . В нашо-
му випадкуΩможна уявлятиякмножи-
ну варiантiв "вибору навмання" карти,
яку ми перекладаємо нагору. Зауважи-
мо, що в такому разi кожне 𝜔 ∈ Ω скла-
дається з компонент, кожна з яких вiд-
повiдає вибору карти на кожному кро-
цi, тобто 𝜔 = (𝑖1, . . . , 𝑖𝑚 , . . . ), де 𝑖 𝑗 номер
обраної карти на кроцi 𝑗 . Iнакше кажу-
чи, ми вибираємо все майбутнє вiдразу.
Насправдi, Ω слiд розумiти лише як ге-
нератор випадковостi, все найцiкавiше
вiдбуватиметься на множинi 𝐸 .
Розподiлом 𝑋 на 𝐸 називається така

мiра 𝑋∗, визначена на 𝐸 , що для довiль-
ного вимiрного𝐵 ⊂ 𝐸

𝑋∗(𝐵) = 𝑃 ({𝜔 : 𝑋 (𝜔) ∈ 𝐵}).
Цямiра вiдповiдає вектору

(𝑃 (𝑋 = 𝑒1), . . . , 𝑃 (𝑋 = 𝑒𝑘 ))
Зауважимо, що вона є ймовiрнiсною,
тобтощо 𝑋∗(𝐸 ) = 1. Справдi,

𝑃 ({𝜔 : 𝑋 (𝜔) ∈ 𝐸 }) = 𝑃 (Ω) = 1

.
Вiдтак, для кожного натурального

𝑚 визначимо випадкову величину
𝑋𝑚 зi значеннями в 𝐸 — впорядкува-
ння карт в колодi пiсля здiйснення
𝑚 перетасувань. Процес перетасу-
вання буде успiшним, якщо вектор
(𝑃 (𝑋𝑚 = 𝑒1), . . . , 𝑃 (𝑋𝑚 = 𝑒𝑘 )) з плином
часу (тобто зi збiльшенням 𝑚) буде на-
ближатися до (1/(𝑛 !), . . . , 1/(𝑛 !)), тобто
якщо розподiл 𝑋𝑚∗ наближатиметься
до рiвномiрної мiри на 𝐸 .
Отже, нам потрiбно надати сенс слову

"наближатися" тобто вмiти вимiрю-
вати вiдстань мiж двома мiрами на
𝐸 . Зрозумiло, що визначати вiдстань
можна по-рiзному. Важливим поня-
ттям, що виникає в рiзних частинах
прикладної математики, є вiдстань
Кульбака-Лейблера. Вiдстанi Гелiн-
джера та хi-квадрат виявляються
зручними в деяких задачах статистики.
Миж в подальшому будемо розглядати,
можливо, найприроднiшу вiдстань —
вiдстань повної варiацiї (total variation
distance),щовизначаєтьсязаформулою

𝑑𝑇𝑉 (𝜇,𝜈) =
1
2

∑︁
𝑒∈𝐸

|𝜇(𝑒 ) − 𝜈 (𝑒 ) | .

Тут для того, щоб мiра 𝜇 була близь-
кою до мiри 𝜈 , ми вимагаємо, щоб для
кожного елементу 𝑒 його 𝜇-мiра була
близькою до його 𝜈-мiри. Зокрема, ко-
лода з 𝑛 карт буде добре перемiшаною,
якщовiдстань𝑑𝑇𝑉 мiж реальним розпо-
дiлом i iдеальним—коливсi𝑛 !порядкiв
розташування карт в колодi рiвноймо-
вiрнi— є малою.
Нагадаємо також, що таке математи-

чне сподiвання 𝔼(𝑋 ) та дисперсiя𝐷 (𝑋 )
випадкової величини, що може набува-
ти злiченну множину числових значень
{𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 , . . . }. Перше з них показує
"середнє" всiх можливих значень. Ми б
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могли порахувати просто їхнє середнє
арифметичне, але щоб "врiвноважити"
всi значення, їх домножують на ймо-
вiрнiсть, з якою вони можуть прийма-
тись. Виводимо строгу формулу: 𝔼(𝑋 ) =∑∞

𝑛=1 𝑎𝑛 ·𝑃 (𝑋 = 𝑎𝑛). Дисперсiяж описує
наскiльки допустимi значення вiдхиле-
нi вiд математичного сподiвання, тоб-
то математичне сподiвання самих вiдхи-
лень.Щобвiдхиленняв одинбiк не ком-
пенсували вiдхилення в iнший бiк, бе-
руть математичне сподiвання квадратiв
вiдхилень:𝐷 (𝑋 ) = 𝔼(𝑋 −𝔼(𝑋 ))2. Длядо-
вiльних випадкових величин 𝑋 ,𝑌 мате-
матичне сподiвання є лiнiйним:

𝔼(𝑋 +𝑌 ) = 𝔼(𝑋 ) + 𝔼(𝑌 ),

а якщо 𝑋 ,𝑌 незалежнi, то дисперсiя
теж:

𝐷 (𝑋 +𝑌 ) = 𝐷 (𝑋 ) +𝐷 (𝑌 )

В цiй статтi ми переконаємося, що
наш процес справдi "добре перемiшує
карти" а також спробуємо дослiдити
скiльки крокiв необхiдно зробити, щоб
колода була "добре перетасованою" в
залежностi вiд кiлькостi карт.

1 Ëàíöþãè Ìàðêîâà

ТеорiяланцюгiвМаркова є головним iн-
струментом в розв’язаннi цiєї задачi.
Розглянемо ситуацiюна кроцi𝑚. Кар-

тирозташованiвдеякомупорядку𝑒 .Да-
лi ми обираємо навмання карту i потра-
пляємо в деяке впорядкування 𝑒 ′. Що
важливо: ймовiрнiсть потрапити з впо-
рядкування 𝑒 у впорядкування 𝑒 ′ не за-
лежить нi вiд моменту 𝑚, нi вiд iсто-
рiї перетасування до моменту𝑚, а зале-
жить тiльки вiд станiв 𝑒 i 𝑒 ′.
В цьому роздiлi позначення 𝐸 , Ω, 𝑃 ,

(𝑋𝑚)∞𝑚=0 ми будемо використовувати в

найширшому значеннi, тобто 𝐸 — до-
вiльна скiнчена множина, (Ω, 𝑃 ) — ви-
мiрний простiр, (𝑋𝑚)∞𝑚=0 — послiдов-
нiсть випадкових величин зi значення-
ми в 𝐸 . Але 𝐸 , Ω, (𝑋𝑚)∞𝑚=0 з задачi про
перетасування карт, яку ми розглянемо
потiм, треба тримати в головi в якостi
найпершого прикладу.

Означення 1. Послiдовнiсть (𝑋𝑚)∞𝑚=0
випадкових величин зi значеннями в 𝐸

називається ланцюгом Маркова (або
процесом Маркова) на множинi станiв
𝐸 , якщо задовольняє умову:

𝑃 {𝑋𝑚 = 𝑒𝑚 |𝑋𝑚−1 = 𝑒𝑚−1, . . . , 𝑋0 = 𝑒0} =
= 𝑃 {𝑋𝑚 = 𝑒𝑚 |𝑋𝑚−1 = 𝑒𝑚−1} = 𝑄 (𝑒𝑚−1, 𝑒𝑚),

якщо

𝑃 (𝑋𝑚−1 = 𝑒𝑚−1, . . . , 𝑋1 = 𝑒1) > 0

Через 𝑄 (𝑒𝑚−1, 𝑒𝑚) позначено ймовiр-
нiсть переходу зi стану 𝑒𝑚−1 в 𝑒𝑚 . Набiр
чисел 𝑄 (𝑒 , 𝑒 ′) формує матрицю 𝑄 роз-
мiру |𝐸 | × |𝐸 |, яку називаютьматрицею
переходу.

Iншими словами, в Маркiвському
процесi є кiлька станiв, в яких ми мо-
жемо бути. Спочатку ми перебуваємо в
деякому положеннi 𝑋0 = 𝑒0 (можливо
— випадковому), а потiм на кожному
кроцi з певною ймовiрнiстю переходи-
мо зi стану в стан. Ймовiрнiсть 𝑄 (𝑒 , 𝑒 ′)
перейти зi стану 𝑒 в стан 𝑒 ′ залежить
лише вiд 𝑒 i 𝑒 ′. Для передбачення май-
бутнього 𝑋𝑚+1 вся iсторiя (𝑋0, . . . , 𝑋𝑚)
не дає бiльше iнформацiї, нiж 𝑋𝑚 .
Всю iнформацiю про ланцюг Марко-

ва вiдображено в матрицi переходу 𝑄 .
Справдi, неважко переконатися, що

𝑃 (𝑋𝑚 = 𝑒𝑚 , 𝑋𝑚−1 = 𝑒𝑚−1, . . . , 𝑋0 = 𝑒0) =
= 𝑃 (𝑋0 = 𝑒0)𝑄 (𝑒0, 𝑒1) . . .𝑄 (𝑒𝑚−1, 𝑒𝑚).
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Бачимо, що динамiка ланцюга повнi-
стю визначається початковим розподi-
лом—тобтомiрою𝑋0∗—iматрицеюпе-
реходу𝑄 .
Насамкiнець, використовуючи озна-

чення, неважко переконатися, що для
довiльного 𝑒 ∈ 𝐸∑︁

𝑒 ′∈𝐸
𝑄 (𝑒 , 𝑒 ′) = 1.

Це вiдображає не несподiвану власти-
вiсть ланцюгiв Маркова, що з положе-
ння 𝑒 ми повиннi перейти в якесь iн-
ше положення обов’язково всерединi
𝐸 . Насправдi, цiєї умови в якомусь сен-
сi достатньо: якщо задано матрицю не-
вiд’ємних чисел𝑄 розмiру |𝐸 | × |𝐸 |, для
якої виконується умова вище, то мо-
жна побудувати ймовiрнiсний простiр
Ω i послiдовнiсть випадкових величин
𝑋0, . . . 𝑋𝑚 , . . . зi значеннями в 𝐸 такi, що
(𝑋𝑚)∞𝑚=0 є ланцюгом Маркова з матри-
цею переходу𝑄 .
Уявiмо собi ланцюг Маркова

𝑋0, . . . , 𝑋𝑛 , . . . з матрицею переходу
𝑄 , що визначається так:

𝑄 (𝑒 , 𝑒 ′) =
{
1 якщо 𝑒 = 𝑒 ′

0 iнакше.

Тут кожен зi станiв є, так би мовити,
стацiонарним. Це означає, що якщо ми
починаємо зi стану 𝑒 , то не зможемо з
нього вийти i будемо в ньому завжди.
Отже, всерединi 𝐸 можна взяти пiдмно-
жину — {𝑒 } для якого-небудь 𝑒 ∈ 𝐸 —
яка є своєрiдним ланцюгом Маркова з
одним станом, в якому ми є завжди. В
свою чергу цей ”малий” ланцюгМарко-
ва є в певному сенсi ”мiнiмальним”, що
означає, що в ньому не можна знайти
менший ланцюг, який би був замкне-
ноюсистемою.Зрозумiло,щобудь-який
ланцюг з |𝐸 | = 1 є ”мiнiмальним”, бо

в ньому надто мало елементiв. Як фор-
мально описати ”мiнiмальнi” ланцюги з
|𝐸 | > 1? Для цього нам потрiбно на-
ступне означення. Спочатку не є цiл-
комзрозумiлимякимчиномвоно стосу-
ється цього неформального пояснення,
однак наступна пiсля означення теоре-
ма має його розтлумачити.

Означення 2. Маркiвський ланцюг, в
якому, починаючи з будь-якого стану,
можназненульовоюймовiрнiстюдосяг-
ти будь-який iнший стан за скiнчен-
ну кiлькiсть крокiв, називається незвi-
дним.

Теорема1. Нехай𝐸 скiнченна i𝑋0, 𝑋1, . . .

— незвiдний ланцюг Маркова на 𝐸 . Тодi
для довiльного 𝑒 ∈ 𝐸

𝑃 (iснує безлiч𝑚 для яких 𝑋𝑚 = 𝑒 ) = 1.

Iдея доведення. Оскiльки 𝐸 — скiнчен-
не, можна довести, що знайдеться хоча
б один потрiбний стан, тобто таке 𝑠 ∈ 𝐸 ,
що

𝑃 (iснує безлiч𝑚 для яких 𝑋𝑛 = 𝑠 ) = 1.

Це є посиленням того очевидного фа-
кту, що для кожної окремої траекторiї
(що вiдповiдає певному 𝜔 ∈ Ω) буде
iснувати стан, через який ланцюг про-
ходитиме безлiч разiв. Тепер, ми маємо
позитивнi шанси 𝑝 потрапити з стану 𝑠
в довiльний iнший стан 𝑒 ∈ 𝐸 , оскiль-
ки ланцюг незвiдний. Але тодi, якщо не
iснуватиме безлiчi моментiв часу 𝑚, за
яких 𝑋𝑚 = 𝑒 , то з якогось моменту, ко-
жного разу проходячи через 𝑠 , ми по-
виннi уникати 𝑒 , що вiдбувається з ймо-
вiрнiстю 1−𝑝 . Але це є неможливим. �

Зауважимо,щохоч зймовiрнiстю 1ми
матимемо безлiч𝑚 для яких 𝑋𝑚 = 𝑒 , не
є правильним те,що для кожного𝜔 ∈ Ω
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траекторiя ланцюга проходитиме через
𝑒 безлiч разiв. Просто множина таких
поганих𝜔 є дуже малою. Якщо𝑃 (𝐴) = 1
для деякої подiї𝐴, то кажуть,щоподiя𝐴
виконуєтьсямайже напевно.
Теперрозглянемо iншийланцюгМар-

кова. Уявiмо собi шахiвницю i короля,
що випадковим чином блукає на нiй —
тобто на кожному кроцi переходить на
випадковим чином обране сусiднє по
сторонi поле. Блукання короля є лан-
цюгомМаркова на множинi 𝐸 , що скла-
даєтьсяз64клiтинокшахiвницi.Оскiль-
ки пiсля кожного кроку колiр поля, на
якомустоїтькороль, змiнюєтьсянапро-
тилежний, в своє початкове поле ко-
роль зможе повернутися тiльки на пар-
ному кроцi. Iнакше кажучи, 𝑃 (𝑋2𝑚+1 =

𝑋0) = 0. Отже, динамiка цього ланцю-
гаМаркова,поприсвоюнепередбачува-
нiсть, має структурне правило: король
може повертатися в початкове положе-
ння тiльки на парних кроках. Ланцюги,
якi подiбного структурного правила не
мають, називаються аперiодичними.

Означення 3. Стан 𝑒 ланцюгаМаркова
називають аперiодичним, якщо

НСД(𝑛 : 𝑃 {𝑋𝑛 = 𝑒 |𝑋0 = 𝑒 } > 0) = 1.

Якщо всi стани ланцюга є аперiодични-
ми, то такий ланцюг називається апе-
рiодичним.

У прикладi з шахiвницею i королем
можемо бачити, що жоден зi станiв не
є аперiодичним, точнiше, для кожного
поля 𝑒

НСД(𝑛 : 𝑃 {𝑋𝑛 = 𝑒 |𝑋0 = 𝑒 } > 0) = 2.

Означення 4. Мiра 𝜇 на 𝐸 , що вiд-
повiдає вектору (𝜇(𝑒1), . . . , 𝜇(𝑒 |𝐸 |), де∑|𝐸 |

𝑖=1 𝜇(𝑒𝑖 ) = 1 називається стацiонар-
нимрозподiломланцюгаМаркова, якщо

для довiльного 𝑒 ∈ 𝐸 ∀𝑗 = 1, 𝑁

𝜇(𝑒 ) =
∑︁
𝑒 ′∈𝐸

𝜇(𝑒 ′)𝑄 (𝑒 ′, 𝑒 )

Це нове означення потрiбно проко-
ментувати. Припустимо, що 𝑋0∗ = 𝜇 є
стацiонарнимрозподiлом. Тодi зформу-
ли в означеннi випливає, що 𝑋𝑚∗ = 𝜇

для довiльного 𝑚 ≥ 0. Справдi, якщо
𝑋𝑚−1∗ = 𝜇, то для кожного 𝑒 ∈ 𝐸

𝑃 (𝑋𝑚 = 𝑒 ) =
∑︁
𝑒 ′∈𝐸

𝑃 (𝑋𝑚 = 𝑒 , 𝑋𝑚−1 = 𝑒 ′) =

=
∑︁
𝑒 ′∈𝐸

𝑃 (𝑋𝑚−1 = 𝑒 ′)𝑄 (𝑒 ′, 𝑒 ) = 𝜇(𝑒 )

Отже це така мiра, починаючи з якої, ми
завжди "в нiй" i залишатимемось.

Теорема 2. Кожний незвiдний i аперi-
одичний маркiвський ланцюг має рiвно
один стацiонарний розподiл𝜇. Яким би
не був розподiл 𝑋0 (тобто якою б не бу-
ламiра𝑋0∗)𝑋𝑚∗ збiгатиметься доцього
стацiонарного розподiлу при𝑚 → +∞,
тобто

𝑑𝑇𝑉 (𝑋𝑚∗, 𝜇) → 0, 𝑚 → +∞.

Iдея доведення. Ми покажемо тiльки
другу частину — про збiжнiсть. Розгля-
немощеодинланцюгМаркова (𝑋𝑚)∞𝑚=0.
Вiн має таку ж матрицю переходу, що i
(𝑋𝑚)∞𝑚=0, але нехай 𝑋0∗ буде стацiонар-
ною мiрою на 𝐸 . Тепер розглянемо пару
(𝑋𝑚 , 𝑋𝑚)∞𝑚=0. Це є ланцюг Маркова на
множинi пар (𝑒 , 𝑒 ′) ∈ 𝐸 × 𝐸 з матри-
цею переходу 𝑄 ′, що визначається за
формулою:

𝑄 ′((𝑒1, 𝑒 ′1), (𝑒2, 𝑒 ′2)) = 𝑄 (𝑒1, 𝑒2)𝑄 (𝑒 ′1, 𝑒 ′2).

Тодi можна показати, що цей ланцюг,
що дiє на парах елементiв з 𝐸 , є незвi-
дним, а тому з ймовiрнiстю 1 ми побу-
ваємо безлiч разiв в кожному зi станiв,
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зокрема в (𝑠 , 𝑠 ) для якогось 𝑠 ∈ 𝐸 . По-
значимо тодi 𝑇 = min{𝑚 ≥ 0 : 𝑋𝑚 =

𝑒 , 𝑋𝑚 = 𝑒 }. Тодi з ймовiрнiстю 1 вели-
чина𝑇 є скiнченною.𝑇 є прикладоммо-
менту зупинки. Ми не будемо розгляда-
ти це поняття надто детально, потрiбно
лише розумiти, що 𝑇 є випадковою ве-
личиноюзi значеннямив {0}∪ℕ∪{+∞},
тобтощо𝑇 дiє зΩ в {0} ∪ ℕ ∪ {+∞}.
Тепер зафiксуємо 𝑚 i нехай 𝑇 < 𝑚.

Це означає, що два ланцюги зустрiлися
до моменту𝑚. Але тодi в них буде спiль-
на динамiка з моменту𝑇 , тобто ймовiр-
нiсть потрапити в деякий стан 𝑒 для 𝑋𝑚

пiсля зустрiчi з 𝑋𝑚 є такою ж, як i для
𝑋𝑚 ! Тобто

𝑃 (𝑋𝑚 = 𝑒 ,𝑇 < 𝑚) = 𝑃 (𝑋𝑚 = 𝑒 ,𝑇 < 𝑚)

Отже, ∑︁
𝑒∈𝐸

|𝑃 (𝑋𝑚 = 𝑒 ) − 𝜇(𝑒 ) | =

=
∑︁
𝑒∈𝐸

|𝑃 (𝑋𝑚 = 𝑒 ) − 𝑃 (𝑋𝑚 = 𝑒 ) | =

= |𝑃 (𝑋𝑚 = 𝑒 ,𝑇 ≥ 𝑚) − 𝑃 (𝑋𝑚 = 𝑒 ,𝑇 ≥ 𝑚) |
≤ 2𝑃 (𝑇 ≥ 𝑚) → 0,

оскiльки 𝑃 (𝑇 ≥ 𝑚) 𝑚→+∞−−−−−−→ 0. Це завер-
шує доведення.
Найважливiшоюжiдеєютутбулороз-

глядати (𝑋𝑚)∞𝑚=0.Миповернемосядонеї
в останньому роздiлi. �

2 Òàñóâàííÿ êîëîäè ç 𝑛 êàðò

Вцiй частинi ми будемо тасувати колоду
з 𝑛 карт, де 𝑛 фiксоване.
Нехай 𝐸 — множина всiх можливих

впорядкувань колоди з 𝑛 карт. Зрозумi-
ло, |𝐸 | = 𝑛 !. Через 𝑋𝑚 позначатимемо
(випадкове) упорядкування колоди пi-
сля𝑚 крокiв тасування.

Для простоти вважатимемо, що всi
карти пронумерованi вiд 1 до 𝑛 i в тако-
му ж зростаючому (якщо дивитись зго-
ри вниз) порядку лежать в колодi перед
початком тасування: 1 - зверху колоди,
а 𝑛 - знизу. Тобто початкове впорядку-
вання є фiксованим i вiдомим, тобто 𝑋0
невипадкове i дорiвнює (1, 2, . . . , 𝑛) (для
довiльного𝜔 ∈ Ω 𝑋0(𝜔) = (1, 2, . . . , 𝑛)).
На початку попереднього роздiлу ми

зауважували, що ймовiрнiсть потрапи-
ти на кроцi 𝑚 з упорядкування 𝑒 в iн-
ше впорядкування 𝑒 ′ залежить тiльки
вiд 𝑒 , 𝑒 ′ i не залежить вiд моменту часу
𝑚 i iсторiї тасування до𝑚. Тож (𝑋𝑚)∞𝑚=0
є ланцюгом Маркова. Його матриця пе-
реходу𝑄 визначається за формулою

𝑄 (𝑒 , 𝑒 ′) =
{
1
𝑛
якщо з 𝑒 можна потрапити в 𝑒 ′

0 iнакше

Справдi, з положення 𝑒 можна потра-
пити в рiвно 𝑛 iнших: ми обираємо одну
з 𝑛 карт колоди i перекладаємо її на-
гору. Всi 𝑛 отриманих впорядкувань бу-
дуть рiзними, хоча б тому, що всi вони
матимуть рiзнi карти нагорi. Оскiльки
карта обирається навмання, всi 𝑛 впо-
рядкувань будуть рiвноймовiрними.
Через 𝜇 позначимо рiвномiрний роз-

подiл на 𝐸 — наш бажаний розподiл,
якого ми хочемо досягнути пiсля пова-
жної кiлькостi перетасувань.
Наступний результат стверджує, що

нашпроцес є справдi ефективним—вiн
добре перетасовує колоду.

Теорема 3. Якщо кiлькiсть перемiшу-
вань прямує до нескiнченностi, то роз-
подiл ймовiрностейнамножинi всiхмо-
жливих перестановок прямує до рiвно-
мiрного. Iнакше кажучи,

𝑑𝑇𝑉 (𝜇, 𝑋𝑚∗)
𝑚→+∞−−−−−−→ 0

6
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Доведення. Уважний читач мiг би помi-
тити подiбнiсть цiєї теореми до остан-
ньої теореми минулого роздiлу. Справ-
дi, щоб застосувати Теорему 2, нам по-
трiбно тiльки перевiрити, що
1) ланцюг є незвiдним;
2) ланцюг є аперiодичним;
3) рiвномiрний розподiл на𝐸 є стацiо-

нарним.
Так загальнi теоретичнi результати

допомагають в математичних моделях
реальних процесiв!
Аперiодичнiсть випливає з того, що з

кожного стану ми можемо потрапити в
себе з ненульовою ймовiрнiстю 1

𝑛
(ко-

ли ми випадковим чином вибрали саме
верхню карту).
З будь-якого порядку колоди

(𝑎1, 𝑎2, . . . 𝑎𝑛) ми можемо з ненульо-
вою ймовiрнiстю отримати будь-який
(𝑏1, 𝑏2, . . . 𝑏𝑛), послiдовно вибираючи
карти 𝑏𝑛 , 𝑏𝑛−1, . . . 𝑏1 в початковому роз-
мiщеннi i перекладаючи їх вгору. Тож
ланцюг є незвiдним.
Так як стацiонарний розподiл у ко-

жного ланцюга єдиний, покажемо, що
для нашого ланцюга таким є рiвномiр-
ний розподiл 𝜇. Для цього пригадай-
мо, що ймовiрнiсть кожного розмiщен-
ня колоди при рiвномiрному розподiлу
рiвна 1

𝑛 ! i запишемо умову стацiонарно-
стi

𝜇(𝑒 ) =
∑︁
𝑒 ′∈𝐸

𝜇(𝑒 ′)𝑄 (𝑒 ′, 𝑒 ).

Пiдставимо числа з нашої задачi:
1
𝑛 !

=
∑︁
𝑒 ′∈𝐸

1
𝑛 !
𝑄 (𝑒 ′, 𝑒 ).

Бачимо, що умова стацiонарностi теж
виконується.
Тож згiдно до Теореми 2

lim
𝑚→+∞

𝑑𝑇𝑉 (𝑋𝑚∗, 𝜇) = 0.

�

3 Òàñóâàííÿ êîëîäè ç íåôi-

êñîâàíîþ êiëüêiñòþ êàðò

Отжедiйсно, длянескiнченної кiлькостi
перетасувань ми будемо прямувати до
рiвномiрного розподiлу. Ось лише по-
стаєпитання—наскiлькишвидкоцебу-
де вiдбуватись?
Ми не можемо дати вiдповiдь на пи-

тання про швидкiсть збiжностi. Нато-
мiсть ми сформулюємо своє питання
iнакше: скiлькиперетасуваньасимпто-
тично досить для того, щоби перетасу-
вати колоду з 𝑛 карт при 𝑛 → +∞? А
скiльки — точно не вистачить? Вiдпо-
вiдь на це питання дає наступна теоре-
ма, яка є головним результатом цього
роздiлу.

Теорема 4. Нехай 𝜇 — рiвномiрний роз-
подiл на𝐸 , де𝐸 є множиною всiх впоряд-
кувань колоди з 𝑛 карт, де 𝑛—не фiксо-
ване. Для довiльного 𝜀 > 0малого

(i) якщо𝑚 = (1 − 𝜀)𝑛 ln𝑛, то

𝑑𝑇𝑉 (𝑋𝑚∗, 𝜇) → 1, 𝑛 → +∞.

(ii) якщо𝑚 = (1 + 𝜀)𝑛 ln𝑛, то

𝑑𝑇𝑉 (𝑋𝑚∗, 𝜇) → 0, 𝑛 → +∞.

Цятеоремаєрезультатомзтеорiї часiв
перемiшування ланцюгiв Маркова (mi-
xing time theory). Тут ми спостерiгаємо
дещо дивне явище. Iнтуїцiя помилково
пiдказує: карти мають перемiшуватися
поступово. Але для великого 𝑛 колода
буде дуже погано перетасованою до ча-
су 0.99𝑛 log(𝑛) i стає добре перетасова-
ною пiсля часу 1.01𝑛 log(𝑛). Тобто в по-
рiвняно недовгий перiод вiдбуваються
"найважливiшi" перемiшування.
Спочатку ми доведемо першу частину

теореми, тобтощо (1−𝜀)𝑛 ln𝑛 перетасу-
вань недостатньо.
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Нехай 𝐴0 = ∅. Позначимо через 𝐴𝑘

множину всiх карт, що принаймi один
раз знаходились зверху колоди вiд по-
чатку до часу 𝑘 (вважаємо, що одна оди-
ниця часу позначає одне перекладання
карти). Iнакше кажучи, множина 𝐴𝑘 —
це множина тих карт, якi хоча би раз
обиралися i перекладалися нагору пiд
час перших 𝑘 перетасовувань. Множи-
ни 𝐴𝑘 формують зростаючу послiдов-
нiсть випадкових множин, тобто 𝐴0 ⊂
𝐴1 ⊂ 𝐴2 ⊂ . . .

Позначимо

𝑇𝑖 = 𝑚𝑖𝑛{𝑘 ≥ 0, що |𝐴𝑘 | ≥ 𝑖 }.

𝑇𝑖 ємоментомчасу𝑘 , коликiлькiстьеле-
ментiв множини 𝐴𝑘 вперше дорiвнює
𝑖 . Зрозумiло, що в момент 𝑇𝑖 ми маємо
обрати i покласти нагору карту, яка до
того не була згори колоди (за винятком,
можливо, вихiдного положення).

Лема 1. Длядовiльної парифiксованих 𝜀
та 𝑗 мимаємо

𝑃 (1 − 𝜀 ≤
𝑇𝑛−𝑗

𝑛 ln𝑛
≤ 1 + 𝜀) → 1, 𝑛 → +∞

Ця лема показує, що при великому 𝑛
майже завждивипадкова величина𝑇𝑛−𝑗
концентрується навколо числа 𝑛 ln𝑛.
Щоб оцiнити

𝑃

(���� 𝑇𝑛−𝑗𝑛 ln𝑛
− 1

���� ≤ 𝜀

)
,

будемо застосовувати нерiвнiсть Чеби-
шова, яка дає оцiнку ймовiрностi вiдхи-
лення випадкової величини вiд її сере-
днього. Нехай 𝑋 : Ω → ℝ. Тодi нерiв-
нiсть Чебишова стверджує, що для до-
вiльного 𝜀 > 0

𝑃 ( |𝑋 − 𝔼(𝑋 ) | > 𝜀) ≤ 𝐷 (𝑋 )
𝜀2

.

Доведення леми. Спочатку ми шукати-
мемо 𝔼(𝑇𝑛−𝑗 ) i 𝐷 (𝑇𝑛−𝑗 ). Для цього роз-
глянемо випадковi величини 𝑇𝑖+1 − 𝑇𝑖
для 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 −1. Величина𝑇𝑖+1−𝑇𝑖 є ча-
сом очiкування вiд моменту, коли 𝑖 карт
побували вгорi колоди, до моменту, ко-
лимножина𝐴𝑘 впершемiстить 𝑖 +1 еле-
мент.Оскiлькивсi крокиперетасування
вiдбуваються незалежно один вiд одно-
го, величини𝑇𝑖+1 −𝑇𝑖 для 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 є
незалежними в сукупностi. Тодi

𝐷 (𝑇𝑛−𝑗 ) = 𝐷

(
𝑛−𝑗−1∑︁
𝑖=0

𝑇𝑖+1 −𝑇𝑖

)
=

𝑛−𝑗−1∑︁
𝑖=0

𝐷 (𝑇𝑖+1−𝑇𝑖 ).

Для довiльного𝑘 мiж𝑇𝑖 i𝑇𝑖+1−1 |𝐴𝑘 | =
𝑖 , тобто𝐴𝑘 = 𝐴𝑇𝑖 , а вмомент𝑇𝑖+1 до𝐴𝑇𝑖 до-
дається одна карта, тобто |𝐴𝑇𝑖+1 | = 𝑖 + 1.
Вiдтак, на кожному кроцi𝑘 при𝑇𝑖 ≤ 𝑘 ≤
𝑇𝑖+1 − 1 карту для перекладання нагору
ми обирали з множини 𝐴𝑘 = 𝐴𝐴𝑇𝑖

. На ко-
жному кроцi ймовiрнiсть вибрати карту
з множини 𝐴𝑇𝑖 дорiвнює 𝑖/𝑛. В момент
𝑇𝑖+1 ми обрали нову карту, це вiдбуває-
ться з iмовiрнiстю (𝑛 − 𝑖 )/𝑛. Отже, для
довiльного натурального 𝑙

𝑃 (𝑇𝑖+1 −𝑇𝑖 = 𝑙 ) =
(
𝑖

𝑛

)𝑙−1 (
1 − 𝑖

𝑛

)
.

Маючи це, можна знайти математичне
сподiвання i дисперсiю величини𝑇𝑖+1 −
𝑇𝑖 :

𝔼(𝑇𝑖+1−𝑇 𝑖 ) =
𝑛

𝑛 − 𝑖
, 𝐷 (𝑇𝑖+1−𝑇𝑖 ) =

𝑖𝑛

(𝑛 − 𝑖 )2 .

Цейпiдрахунок залишимочитачевi. На-
справдi,𝑇𝑖+1 −𝑇𝑖 має геометричний роз-
подiл з параметром (𝑛 − 𝑖 )/𝑛. Докла-
дну iнформацiю про геометричний роз-
подiл можна знайти тут [?].
Вiдтак,

8
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𝔼(𝑇𝑛−𝑗 ) =
𝑛−𝑗−1∑︁
𝑖=0

𝔼[𝑇𝑖+1 −𝑇𝑖 ] =

= 𝑛

𝑛−𝑗−1∑︁
𝑖=0

1
𝑛 − 𝑖

= 𝑛

(
𝑛∑︁
𝑖=0

1
𝑖
−

𝑗∑︁
𝑖=0

1
𝑖

)
=

= 𝑛

(
𝑛∑︁
𝑖=0

1
𝑖

)
− 𝑛𝐶 ,

де𝐶 =
∑𝑗

𝑖=0
1
𝑖
не залежить вiд 𝑛. Оцiни-

мо суму гармонiчного ряду
∑𝑛

𝑖=0
1
𝑖
. Згi-

дно до [2]

𝑛∑︁
𝑖=0

1
𝑖
− ln𝑛 = 𝑓 (𝑛) 𝑛→+∞−−−−−→ 𝛾 ,

де𝛾 = 0, 577215...—стала Ейлера. Отож

𝔼(𝑇𝑛−𝑗 ) = 𝑛 ln𝑛 + 𝑛 ( 𝑓 (𝑛) −𝐶 ).

Також

𝐷 (𝑇𝑛−𝑗 ) =
𝑛−𝑗−1∑︁
𝑖=0

𝐷 (𝑇𝑖+1 −𝑇𝑖 ) =

=

𝑛−𝑗−1∑︁
𝑖=0

𝑛𝑖

(𝑛 − 𝑖 )2 ≤ 𝑛2
𝑛−𝑗−1∑︁
𝑖=0

1
(𝑛 − 𝑖 )2 ≤ 𝜋2

6
𝑛2

Тут ми застосували iнший факт з дiй-
сного аналiзу [3]:

𝑛−𝑗−1∑︁
𝑖=0

1
(𝑛 − 𝑖 )2 ≤

+∞∑︁
𝑖=0

1
𝑖 2

=
𝜋2

6
.

Нарештi, застосуємо нерiвнiсть Чеби-
шова для випадкової величини 𝑇𝑛−𝑗 i
𝜀
2𝑛 ln𝑛:

𝑃
(��𝑇𝑛−𝑗 − (𝑛 ln𝑛 + 𝑛 ( 𝑓 (𝑛) −𝐶 ))

�� > 𝜀

2
𝑛 ln𝑛

)
≤

𝜋2

6 𝑛
2

𝜀
2𝑛 ln𝑛

.

Звiдси,

𝑃

(���� 𝑇𝑛−𝑗𝑛 ln𝑛
− (1 + 𝑓 (𝑛) −𝐶

ln𝑛
)
���� > 𝜀

2

)
≤

≤ 2𝜋2

𝜀 (ln𝑛)2 .

Тодi для достатньо великих 𝑛

𝑃

(���� 𝑇𝑛−𝑗𝑛 ln𝑛
− 1)

���� > 𝜀

)
≤

≤ 𝑃

(���� 𝑇𝑛−𝑗𝑛 ln𝑛
− 1 − 𝑓 (𝑛) −𝐶

ln𝑛

���� > 𝜀/2
)
≤

≤ 2𝜋2

𝜀 (ln𝑛)2 ,

оскiльки 𝑓 (𝑛)−𝐶
ln𝑛

𝑛→+∞−−−−−→ 0. I нарештi з то-
го, що 2𝜋2

𝜀 (ln𝑛)2 → 0, випливає тверджен-
ня леми. �

Тепер ми можемо довести першу ча-
стину Теореми 4.

Доведення першої частини Теореми 4.
Нагадаємо, що карти пронумерованi
вiд 1 до 𝑛 i початково в такому порядку
розташованi в колодi. Нехай 𝑗 > 0 —
довiльне натуральне число. Позначимо
через𝑆 𝑗 сукупнiсть всiх таких впорядку-
вань колоди, для яких картищо лежать
на позицiях 𝑛 − 𝑗 + 1, ..., 𝑛 розташованi
в порядку зростання, якщо дивитись
згори. Тобто карта𝑛 − 𝑗 + 1має бiльший
номер нiж 𝑛 − 𝑗 + 2-га карта в колодi,
карта 𝑛 − 𝑗 + 2 має бiльший номер нiж
𝑛 − 𝑗 + 3-тя i так далi.
Неважко порахувати кiлькiсть таких

впорядкувань: |𝑆 𝑗 | = (𝑛 !)/(𝑗 !). Тодi
𝜇(𝑆 𝑗 ) = 1/(𝑗 !), оскiльки𝜇—рiвномiрне.
З Леми 1 отримуємо, що з ймовiрнi-

стю, що прямує до 1 при 𝑛 → +∞

𝑇𝑛−𝑗 ≥ (1 − 𝜀)𝑛 ln𝑛

Якщо карта нiколи не була "перестав-
леною" то вона з часом опиниться в

9
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нижнiй частинi колоди. Таким чином,
якщо𝑇𝑛−𝑗 ≥ 𝑘 , то на час 𝑘 𝑗 нижнiх карт
колоди нiколи не пiднiмались вгору, то-
му не менше 𝑗 нижнiх карт колоди роз-
ташованi в зростаючому порядку, отже,
𝑋𝑘 ∈ 𝑆 𝑗 i 𝑋𝑘∗(𝑆 𝑗 )

𝑛→+∞−−−−−→ 1 для фiксова-
ного 𝑗 та 𝑘 = (1 − 𝜖)𝑛 log𝑛.
Таким чином |𝜇(𝑆 𝑗 ) − 𝑋𝑘∗(𝑆 𝑗 ) | ≥

1 − 2
𝑗 !
для досить великих 𝑛. Тодi згi-

дно до еквiвалентного означення 𝑑𝑇𝑉

(див. Вправу 2) для всiх 𝑗 справедливо
𝑑𝑇𝑉 (𝑋𝑘∗, 𝜇) ≥ 1 − 2

𝑗 !
, що i завершує до-

ведення.
�

АтепердоведемодругучастинуТеоре-
ми 4.

Доведення другої частини Теореми 4.
Додатково до нашої колоди розгля-
немо ще одну, яка вже є рiвномiрно
перемiшаною, тобто вона може бути
впорядкована кожним способом з
ймовiрнiстю 1/𝑛 !. В кожний момент
часу, якщо картка з номером 𝑖 в першiй
колодi перемiщуватиметься нагору
колоди, картку з номером 𝑖 другої ко-
лоди будемо перекладати нагору другої
колоди. Позначимо через 𝑋𝑘 впорядку-
вання другої колоди в час 𝑘 . У кожен
момент часу карта, що пiднiмається в
першiй колодi, вибирається рiвномiр-
но серед {1, 2, . . . , 𝑛}, тому i карта, що
перемiщається нагору в другiй колодi,
обирається рiвномiрно з {1, 2, . . . , 𝑛}. I
тому 𝑋 є ланцюгом Маркова з тiєю ж
матрицею переходу, що i 𝑋 . Отже в дру-
гiй колодi також виконуватиметься те,
що мiра 𝑋𝑘∗ збiгається до стацiонарної
i саме рiвномiрний розподiл буде тут
стацiонарним. Порiвняйте запровадже-
ння нової колоди з iдеєю доведення
Теореми 2!

Також для довiльних двох карт вико-
нується, що пiсля моменту, коли оби-
двi були вибранi принаймнi один раз, їх
вiдносне положення є однаковим в обох
колодах (вище буде та карта, яку вибра-
липiзнiше). Тому, як тiльки всi карти бу-
ли вибранi для перестановки принаймi
по одному разу, всi вiдноснi позицiї для
довiльних карт 𝑖 та 𝑗 однаковi, i тому цi
двi колодимають однакове впорядкува-
ння.
Таким чином, ми маємо 𝑋𝑚 = 𝑋𝑚 , ко-

ли 𝑚 ≥ 𝑇𝑛 . Але згiдно до Леми 1 𝑇𝑛 ≤
(1+𝜀)𝑛 ln𝑛 зймовiрнiстю,щопрямуєдо
1. Тодi для 𝑘 = (1 + 𝜀)𝑛 ln𝑛

𝑃 (𝑋𝑘 = 𝑋𝑘 ) ≥ 𝑃 (𝑇𝑛 ≤ (1 + 𝜀)𝑛 ln𝑛) → 1.

Тодi довiльного 𝐴 ⊂ 𝐸 за рахунок рiвно-
мiрностi 𝑋𝑘 маємо:

|𝑋𝑘∗(𝐴) − 𝑋𝑘∗(𝐴) | = |𝑃 (𝑋𝑘 ∈ 𝐴) − 𝑃 (𝑋𝑘 ∈ 𝐴) | ≤
≤ 𝑃 (𝑋𝑘 ∉ 𝐴, 𝑋𝑘 ∈ 𝐴) + 𝑃 (𝑋𝑘 ∈ 𝐴, 𝑋𝑘 ∉ 𝐴) ≤

≤ 2𝑃 (𝑋𝑘 ≠ 𝑋𝑘 )
𝑛→+∞−−−−−→ 0.

�

4 Âïðàâè

Вправа 1. Нехай 𝐸 — скiнченна множи-
на, а𝜇,𝜈 —двi мiри на нiй. Доведiть,що

𝑑𝑇𝑉 (𝜇,𝜈) = max
𝐴⊂𝐸

𝜇(𝐴) − 𝜈 (𝐴).

Вправа 2. Нехай (𝑋𝑚)∞𝑚=0 — ланцюг
Маркована скiнченнiймножинi𝐸 . Дове-
дiть, що для кожного𝑚 ≥ 0

𝑃 (𝑋𝑚+2 = 𝑒 ′′|𝑋𝑚 = 𝑒 ) =
∑︁
𝑒 ′∈𝐸

𝑄 (𝑒 , 𝑒 ′)𝑄 (𝑒 ′, 𝑒 ′′).

Нехай𝑄 2 — квадрат матрицi𝑄 . Пере-
конайтеся, що 𝑋0, 𝑋2, 𝑋4, . . . — ланцюг
Маркова з матрицею переходу𝑄 2.
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Вправа 3. Повернiмося до випадкового
блукання короля на шахiвницi. Якою є
матриця переходу цього ланцюга? Чи
правда, що 𝑑𝑇𝑉 (𝑋𝑚∗, 𝜇) прямує до 0, ко-
ли𝑚 прямує до нескiнченностi, якщо 𝜇
—рiвномiрна мiра?
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